Ecuaciones de 2° grado

La formula para calcular las raices de la ecuacion completa de segundo grado ax® +bx+c=0 es:

_ —b++b®—4ac

2a

X

Numero de soluciones

La cantidad b?—4ac que aparece bajo el radical se llama discriminante de la ecuacion, ya que
permite discriminar o distinguir el nimero de soluciones de una ecuacién de segundo grado, y de su
signo depende que ésta tenga o no soluciones.

e Si b*-4ac>0 existen dos soluciones distintas. Si las soluciones son x, y X,, la ecua-
cion puede factorizarse asi:
a(x—x)(x-x,)=0

e Si b®—4ac=0 el radical se anula, y las dos soluciones son iguales. Se dice también que
se trata de una solucidn o raiz doble.

Si la raiz doble es x,, la ecuacion puede factorizarse asi:
a(x - Xl)(x - Xl) =a(Xx - X1)2 =0

e Si b®—4ac <0 no existen raices cuadradas reales y la ecuacion no tiene soluciones re-
ales. En este caso se dice que la ecuacion es irreducible ya que no se puede factorizar al ca-
recer de raices reales.

Tjemplo x> —7x—18=0

Es muy importante identificar bien los coeficientes de x?, de x y el término independiente,
con sus signos respectivos. a=1,b=-7y c=-18

7+11

X:—(—Y)i\/(—7)2—4(1)(—18):7i\/49+72:7ill %= =9
21 2 2 7-11

x2:—2 =-2

x,=9 — 9°-7.9-18=0 81-63-18=0

Comprobacion:
X,=—2 = (-2)°-7(-2)-18=0 4+14-18=0

Ejemplo  5x° —6x—27=0

a=5b=-6yc=-27
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6+24
(067 -4()(27) 6:V+5M0 6124 T 10
2.5 10 10 _6=24_ 44
10

., X, =3 - 5.3-6-3-27=0 45-18-27=0
Comprobacion:
X,=-18 — 5.(-18)°-6-(-18)-27=0 162+10'8-27=0

Ejemplo  12x* +4x-5=0

a=12,b=4yc=-5

~4416 1
-4 F-402)(-5) -4:Vi6+240 -4216 T 24 2
2.12 24 24 « _—4-16_-5

© 24 6

Comprobacion:
2
xlzl — 12-l +4-£—5:0 12-1+2—5:O 3+2-5=0
2 2 2 4

2
x,= > o 12{2] 442520 120 5., 21
6 6 6

————— = ——-—-5=0
36 3 3 3
Ejemplo Xz—%x—l—%:O
azl,b:—% y c:% En este caso lo méas practico es eliminar los denominadores para

. 1
operar con nimero enteros.  x° _EX t3= 0 —» 6Xx°-7x+2=0

7+1 2
(D -4O)@) _7+V29-48 _7+1 T T3
2-6 12 12 7-1 1
X2: = —
12 2
2
xlzg - (gj —Z(EJJFE:O ﬂ—Z+l=o 4_7+3:o
., 3 3 6l3) 3 9 9 3 9
Comprobacion: ,
1 1 7(1) 1 1 7 1 3-7+4
X,== — |=| -—=|=|+== 4= =0
2 2 6l2) 3 4 12 3 9

Tjemplo  X* +(x+2)° =580

Eliminamos el paréntesis, reducimos términos semejantes y simplificamos la expresion re-
sultante.

X% + X% +4x +4 =580 - 2x% +4x-576=0 - X*+2x—288=0
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a=1,b=2yc=-288

242 -4@)(-288) 2441156 -2+34 =

2:1

Comprobacion:

x,=16 - 16°+2

—2+34:16
_ 2
2 2 x2:_22_34:—18

16-288=0 256+32-288=0

x,=-18 — (-18)*+2(-18)-288=0  324-36-288=0

Tjemplo  4x° —4x+1=0

a=4,b=-4yc=1

. —(-4)£4/(-4°-4(4) () _ 41616 _4+0

2.4

En este caso la solucién o raiz es doble.

g 1 1)?
Comprobacion: x=E - 4= -4
Ejemplo X +x+1=0

a=1,b=1yc=1

I
8 8 2 )

1 1

2 4

L TLEVE-AO@)  1xV1-4  -1x4-3

2-1 2
Ejemplo x> —5x=0

Aplicando la formula a=1,b=-5yc=0

- 5 = No tiene solucién

5+5
X_—(—S)i\/(—5)2—4(1)(0)_Si\/g_SiS “=T =3
2-1 2 2 5-5 0
Xzz—:—zo
2 2
Sacando factor comdn
) X, =0
X“—=5x=0 X(x-5)=0
X, =
., Xx=0 - 0°-5.0=0 0=0
Comprobacion:
Xx,=5 — 5°-5.5=0 25-25=0
Ejemplo x> —81=0
Aplicando la formula a=1,b=0yc=-81
X_Oziw/02—4(1)(—8)_i 324 +18 X; =9
- 21 22 X, =-9
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Despejando directamente la incégnita

X, =
x2-81=0 x?=81 x=++/81=49 !
X2=

9
-9

x, =9 — 9°-81=0 81-81=0

Comprobacion:
X,=-9 — (-9)°-81=0 81-81=0

Ejemplo  Resolver las siguientes ecuaciones sin aplicar la formula.
a) 3x*-5x=0  b) 25x° —ﬁzo ¢) 4(3-2x)(1+7x)=0

Soluciones

a) X(3x-5=0 =

b) P G BT R S S x=i‘/ ! .1
100 100 2500 2500 50
-3 ,
3-2x=0 = -2x=-3 x=——=15
0) 4(3-2X)(L+7X)=0 = 12
1+7x=0 = 7x=-1 x=—
2_
Ejemplo x(2x—1)+§=3x X+l
5 5 5
Eliminamos los paréntesis y los denominadores.
2_
2x2—x+§:3X X+% 10x* —5x+3=3x*—x+1  7x*—4x+2=0

a=7,b=—4yc=2

(4 +(-4)?-4(7)(2) 4+16-56 4+y-40
B 2.7 14 - 14

No tiene solucién

X

Ejemplo x(x—1)+1:%+@

Eliminamos los paréntesis y los denominadores.

5 2x%-x

xz—x+1=€+ 3 6X2—B6X+6=5+4x>-2x 2x*—-4x+1=0

a=2,b=-4yc=1

L.E.S. Historiador Chabds -4- Juan Bragado Rodriguez




2++/2
X_—(—4)i\/(—4)2—4(2)(1)_4i«/16—8_4ir\/§_4i2\/§_2i\/§ M=
2.2 4 4 4 2 2-2
X, =———
2
Ejemplo  (x+1) B _2(1- x)} gz 112D
Eliminamos el paréntesis del interior del corchete.
(xX+1) §—2+2x) :3X2+M (X +1) —irax :3XZ+M
2 2 2
Multiplicamos el paréntesis por el corchete.
f— — f— 2_ —
(x+1)( 1+4x):3X2+11(x 1) X+ 4x 1+4x:3X2+11x 11
2 2 2 2
2 f— —
wzwﬂﬂxz 1 4x? +3x-1=6x2+11x -11  —2x*—8x+10=0
2x*+8x-10=0 a=2,b=8yc=-10
« _—8+12_1
X_—Si\/82—4(2)(—10)  —8+4/64+80 —8+12 S
2-2 4 4 -8-12
2: :—5
4
. 2> x*-9 (x+3)7 1
Ejemplo (x+2) _ = +=
5 4 2 5
. s X*+4+4x x*-9 x*+9+6x 1
Eliminamos los paréntesis. - = +=
5 4 2 5
2 2 2
m.cm.(2,4,5) =20 20(X +g+4x_x y 9}:20[M+3

4(X* +4+4x)—5(x*—9) =10(X* +9+6X) + 4

4x® +16+16X —5x® +45=10x*>+90+60x +4  11x*+44x+33=0 x*>+4x+3=0

-4+2
AP oa0@) _—axiET_—ax2 0T
2-1 2 2 —-4-2
X, = =-3
2
Ejemplo  (v—1)? = V(V; D.q
2
Eliminamos los paréntesis.  v>+1-2v= VIV g
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v,=0
2V 42-4v=v+v+2 V'-5v=0 v(v-5=0 =
v-5=0 — v,=5

(m-2)* (m+1)(m-5) _,. . m-1

Ejemplo 3 > 1+
- e m?+4—-4m m’-5m+m-5 m-1
Eliminamos los paréntesis. - =1+
3 2 2
2 _ 2 _ _ _
m.cm.(2,3)=6 G(m +2 4m _m ;m 5):6(14.”‘71]

2(m* +4—4m)-3(m*-4m-5)=6+3(m-1)

2m’> +8-8m-3m?*+12m+15=6+3m-3 m?>—-m-20=0

1+9
m_—(—l)i\/(—1)2—4(1)(—20)_1i«/l+80_1i9 . M 2 =3
2-1 2 2 1-9
m,=——=-4
2
. 6—5t 2
Ejemplo (t—1)(t+1)—T=(t+2)
. - 7 - 2 6_5t 2
Eliminamos los paréntesis. t —1—T:t + 4+ 4t
3t° —3—(6-5t) =3t +12+12t 3t° —3-6+5t=3t*+12+12t
-7t=21 t=£—3
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Ecuaciones con radicales o ecuaciones irracionales

Son aquellas que tienen la incdgnita bajo el signo radical. Se resuelven mediante los pasos siguien-
tes:

1) Se aisla un radical en uno de los dos miembros, pasando los restantes términos, radica-
les y no radicales, al otro miembro.

2) Se elevan al cuadrado los dos miembros. Si el indice de la raiz es distinto de 2, hay que
elevar los dos miembros de la ecuacion a la potencia necesaria segun el indice de la ra-
iz, con el objeto de que ésta desaparezca.

3) Si existe todavia algun radical se repite el proceso.

4) Se resuelve la ecuacion obtenida y se comprueba cuales de las soluciones obtenidas ve-
rifican la ecuacién dada. Es fundamental comprobar todas las soluciones, ya que en el
proceso de elevar al cuadrado, aunque se conservan todas las soluciones, pueden intro-
ducirse soluciones nuevas que, naturalmente, hay que rechazar.

Ejemplo  2x—-3 -x=-1
1) ¥v2x-3=-1+X

2) (W2x—3f=(-1+x)?  2x-3=(-12+(x)* +2(-1)(+x)  2x-3=1+x*—2x

(VA -4 (@) _4£116-16 4,
21 2 2

4) J2.2-3-2=-1 J1-2=-1 -1=-1

3) X*—4x+4=0

Ejemplo X +3=4
Jx=4-3 Jx=1 [xf=1r x=1

Comprobacion: V1+3=4 4=4
Ejemplo  2+/x+5 +10=x
2x+5=x-10  (2Xx+5] =(x=10)*  4(x+5)=x?+(~10)* +2(x)(~10)

4x + 20 = x* +100 — 20x x> —24x+80=0

= 24+16 20
. —(—24)+/(-24)? —4(1)(80) 24++/576-320 24+16 1Ty T
2.1 2 2 24-16
X, = > =4

X, =20 - 2+420+5+10=20 10+10=20 20=20

Comprobacion:
X, =4 — 244+5+10=4 6+10=4 16=4

La solucion de la ecuacion es x =20.
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Eliminamos el denominador pasando la raiz al segundo miembro multiplicando al 5.

10=5v6-x  10°=(56-x| 100=25(6-x)  100=150-25x

25x =50 = x=@=2
25
Comprobacion: L=5 10 5 5=5
\N6-2 2

Ejemplo /42X +x+2 =2

Dejamos uno de los radicales en el primer miembro y elevamos los dos miembros al cua-

drado.
JA—2x =2-x+2 Wa—2xf =(2-vx+2f

4-2x=22+(-x+2f +2@2)-Vx+2) 4-2x=4+x+2-4x+2

Dejamos el radical en el primer miembro y elevamos nuevamente los dos miembros al cua-
drado.

MXT2 = b4+ X+2—442X AX+2 = 2+3x (aVx+2f =(2+3x)?

16(x +2) = 22+ (3%)2 +2(2) (3%) 16X+32=4+9x2+12x  9x*—4x—-28=0
L _At32
X:—(—4)i\/(—4)2—4(9)(—28):41«/16+1008:4J_r32 T I
2.9 18 18 L _4-32_ 14
* 18 9

Comprobacion:

x1—2 > \4-2.2=2-\2+2 0=2-2 0=
X, = la- 2 - ¢2—,/ Ui 4.2 —\ﬁ %;t%
La solucion de la ecuacion es x =2.
Ejemplo  7+%/5x—2=9
Yox-2=9-7  ¥ox—2=2  (Bx-2/=2" = Bx-2=8 x=2

Comprobacion: 7+%/5.-2-2=9 7+38=9 7+2=9 9=9
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Ecuaciones Bicuadradas

Se llaman ecuaciones bicuadradas a las ecuaciones de cuarto grado que carecen de término impar.
Su forma general es:
ax'+bx*+c=0

Si la expresamos de la forma a(x*)? +bx?+c¢ =0 y hacemos el cambio x* =z obtenemos la ecua-
cion de segundo grado az”+bz+c=0. Resolviendo esta ecuacion en z se obtienen a lo mas dos
soluciones z, y z, que permiten calcular x.

2 X:+\/Z_l 2 X=+\/Z

X =z, = X" =Z =

1 Xz_\/z_l 2 Xz_\/z

Ejemplo  X* —5x* +4=0

; _5+3_4
_(—_BY+ ./(—§)? _ + 1 ==
x2=z 722-52+4=0 z= (-5) +/(-5) 4()(4) _5+3 5
2-1 2 5-3
z,=4 = ' \/_ z,=1 = 3 \/—
X, =—N4=-2 X, =—1=-1
Ejemplo  x* —5x* —36=0
; _5+13_9
—(=B)+./(=5)? — _ 1 =——=
x2=z 72-5z-36=0 z= (-5) £/ (=5)° - 4(1)( 36) _5+13 5
2-1 2 5-13
22:—:—4
2
2,=9 = ¥o z,=-4 = No hay solucién
X2:— 9:—3
Ejemplo  3X' —5x° =0
, _5+5_10_5
—(=-B) + _EB\2 _ + = =—==
oz aroszo0 g (DEEH-4Q)O) 515 5 "6 3
2:3 6 5-5
22=—=0
6
5
X, =+~
5 3
L, =5 = z2,=0 = X,=X,=0
3 5
X, =—,|—
2 V3
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Problemas provuestos con soluciones

a) X>—6x+9=16 b) 3x*+2x-3=2x"+7-x  ¢) 11(x-1)>=(2x-3)* +4x* +1
2 2 2
d) (x+2)° x 9:(x+3) +1
5 4 2 5
X2—x—4 x*+x-2 x> +1 x> -4

1=
4 2 9 3 6

i) 3x+6x=(X+2)(5-3x%) ) [x—%j(3x+4):0 k)

e) 2+ (2X+3)(x—-2)=(2x+1)(x—-4)+18

f)

+x  h)x*-5x*-36=0

2
1 1y I)Exz—x:o
25 16 5}

m) Xzfz :_XZZ?Q n) (xV2-1)"+(2+%)°=(/3x-2  0)x'-16=0

p) vV2x-1=4 g) X=+X+7+5 N x—7=2Jx+1 S)3—,\y+2=7

) VX-3+4/x+5=4  u)v/2x-5=1++/x-3 v)%:3
—X+

Soluciones
5+4/22 5-+22
1= Yy X,
3 3
d)x,=-1y x,=-3 ¢e)x=3 f)x,=0y x,=-3 0)x,=0y X,=6

a) X, =7y x,=-1 b) x,=2 y x,=-5 C) X

. +/b5-5 —4/55-5 . 1 4
h)x,=3y Xx,=-3 )X = 3 y x2:T )] xlz5 y x2:_g
5 5 5
k) XIZ_E y X2=E ) x,=0y x2:§ m) X, =-5,X,=—4,X,=4 'y Xx,=5

1 17 .
n) X=—-—= 0) X, =-2 X, =2 X=— Xx=9 r) x=15 S) no tiene
) WE ) Xy y X, p) 5 q) ) )
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Resolucién de problemas

1)

2)

3)

Al aumentar en 3 cm el lado de un cuadrado se forma otro cuadrado de 324 c¢cm? de area.
Calcula la medida del lado del cuadrado inicial.

Sean “x” la medida del lado del cuadrado inicial. Al aumentar el lado 3 cm, el nuevo lado del
cuadrado sera de x +3.

(x+3)* =324 x> +9+6x=324 x> +6x-315=0
L6436 .
X_—Gi\/62—4(1)(—315)_—64_r\/36+1260_—6i36 T T
21 2 2 X22—62—36:_21

La solucion vélida es la positiva, es decir, 15 cm ya que el lado del cuadrado no puede ser nega-
tivo.

Comprobacion: (15+3)*=324  18°=324  324=324

La tercera parte del cuadrado de un nimero entero, sumado a la quinta parte del mismo nu-

mero da como resultado 78. Calcula dicho numero.
2

, X° X
Sea “x” el nUmero buscado. — E =78

2
m.cm.(3,5) =15 15(%+§] ~15.78  5x?+3x—1170=0

_ —3+153

x_—3i\/32—4(5)(—1170)_—3J_r«/9+23400_—31153 TR
2.5 10 10 X, _—3-153 _ ~15'6
10

La solucion valida es 15, ya que de las dos soluciones es la Gnica que es un nimero entero.

2
Comprobacion: %+%= 78 75+5=78

Una caja mide 5 cm de altura y de ancho mide 5 cm méas que de largo. Su volumen es de
1500 cm?. Calcula su longitud y su anchura.

Sea “x” el largo de la caja.

1500=x(x+5)5  1500=5x*+25x  5x°+25x-1500=0  x*+5x-300=0

-5+35
X = 5+ 5 -4(1)(-300) -5:425+1200 -5£35 1T 5
2-1 2 2 )(2:_52_35=_20

La solucion valida es la positiva, es decir, 15 cm ya que el lado de la caja no puede ser negati-
vo. Por tanto, el largo es 15 cm, el ancho 20 cm y la altura es de 5 cm.
Comprobacion: 1500=15-(15+5)-5  1500=15-20-5 1500 =1500
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4) Calcula la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo sabiendo que las medidas de sus lados son
tres nUmeros enteros consecutivos.

Sea “X” uno de los lados. Los otros dos seran X+1 y X+ 2, por tanto, la hipotenusa sera el
X+ 2 que es el mayor. Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos:

(X+2)°=x>+(X+1)° X +4+4X=X"+X*+1+2X  X*+4+4x=2x>+1+2X

—x>+2x+3=0 x> —2x-3=0

N

+4
_—(—Z)i\/(—2)2—4(1)(—3)_Zi\/4+12_2i4 = =3
21 2 2 2-4
xzsz—l

X

La solucion valida es 3. Los lados del triangulo son 3, 4 y 5.
Comprobacion: (3+2)°=3+(3+1)> 5 =3+4> 25=9+16

5) Calcula las dimensiones de un rectangulo en el que la base mide 2 cm menos que la altura y
la diagonal mide 10 cm.

Sea “X” la medida de la altura. La base sera x —2. Aplicando el teorema de Pitagoras se obtie-

ne:
100=x"+(x-2)> 100=x*+x*+4—-4x  2x*—4x-96=0 x*—-2x-48=0
X_2+14_8
X_—(—Z)i\/(—2)2—4(1)(—48)_Zi\/4+192_2il4 1T T
2-1 2 2 2-14
X, ==~ =6

Las dimensiones son 8 cm de altura 'y 6 cm de base.
Comprobacion: 100=8°+(8-2)° 100=64+36

6) La suma de los cuadrados de dos numeros consecutivos positivos es 85. ¢Cuales son los nu-
meros?

Sea “x” uno de los nimeros. El nimero consecutivo serd x +1.

X+ (X+1)*=85 x*+x*+1+2x=85  2x*+2x-84=0 x*+x-42=0

o o118 ¢
X_—1i1/12—4(1)(—42) _ —1++41+168 -1+13 o2
21 2 2 ~-1-13
X, = > =—1

La solucion valida es 6, por tanto los nimeros consecutivos positivos son 6y 7.

Comprobacion: 6°+(6+1)>=85 36+49=85

L.E.S. Historiador Chabds -12- Juan Bragado Rodriguez




7)

8)

9)

El producto de dos niUmeros consecutivos positivos es 156. ¢ Cuéles son esos numeros?

Sea “x” uno de los nimeros. El nimero consecutivo serad x +1.

X (x +1) =156 x> +x =156 x*+x-156=0
L 125,
X_—li\/12—4(1)(—156)_—1J_r\/1+624_—1i25 1Ty T
2.1 2 2 -1,
2

La solucién vélida es 12 que es el nimero positivo, por tanto los nimeros consecutivos positi-
vosson 12y 13.

Comprobacion: 12(12+1)=156  12-13=156

El cuadrado de un namero positivo, menos el triple del nUmero, menos 7 es 11. ¢ Cual es el
numero?

Sea “x” el nimero.  x*-3x-7=11 x*-3x-18=0
x _3+9_6
(VI AW(18) _340+72 39 T2
2.1 2 2 3-9
o=y =73

La solucion valida es 6 que es el numero positivo.
Comprobaciéon: 6*-3-6-7=11 36-18-7=11 11=11

El 4rea de un rectangulo es 18 cm?. ¢ Cudles son sus dimensiones sabiendo que una es el do-
ble que la otra?

Sea “x” la base del rectangulo. La altura sera 2x.

X-2x =18 2x% =18 x2=%=9 X=49=3

La solucidn valida es 3 que es la positiva, por tanto la base mide 3 y la altura 6.

Comprobacion: 3-2-3=18 18=18

10) La edad de un padre es el cuadrado de la de su hijo. Dentro de 24 afios la edad del padre sera

el doble que la del hijo. ¢ Cuantos afios tienen ahora cada uno?

Sea “x” la edad actual del hijo. La edad del padre sera x°.

X>+24=2(x+24) X>+24=2x+48 X?—2x—-24=0
X_2+10_6
X_—(—Z)i\/(—2)2—4(1)(—24)_2i«/4+96_2i10 1Ty T
21 2 2 2-10
Xy =" =4
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La solucion valida es 6 que es la positiva, por tanto el hijo tiene 6 afios y el padre 36.
Comprobacion: 6*+24=2(6+24) 60=60

11) La suma de las edades de los 4 miembros de una familia es 104 afios. El padre tiene 6 afios
mas que la madre que tuvo a los dos hijos gemelos a los 27 afios. ¢ Qué edad tiene cada uno?

Sea “x” la edad actual de la madre. La edad del padre sera x +6.

X+X+6+2(x-27)=104 2X+6+2x—-54=104 4x =152 x =38

La madre tiene 38 afios, el padre 44 y los hijos gemelos 38 —27 =11 afios.

Comprobacion: 38+38+6+2(38—-27) =104 82+2-11=104 104 =104

12) Para construir una pirdmide regular de base cuadrada y de 30 m de altura se han necesitado
2250 m* de piedra. Calcula el lado de la base de la piramide.

Si “x” es el lado del cuadrado de la base de la piramide, la formula que nos da el volumen es:
1 1,
V= ngrea de la basexalturazg-x -30

2250:%-X2-30 6750 = 30x° XZ:%:ZZS = X=4/225=15m

Comprobacion: 2250 = % .15°.30  2250=2250

13) Busca los nameros que cumplan la siguiente condicion: “La décima parte del nUmero mas
los dos tercios de su cuadrado da un resultado nulo™.

Sea “X” el numero que buscamos.

X200 30[X42%x2)20  3x+20x2=0  20x*+3x=0
10 3 10 3
x=0
x(20x+3)=0 = -3
20x+3=0 20x =-3 X=—
20
-3 )
Comprobacién: &4_3 __3 =0 __3 Eizo __3+£:
10 320 200 3 400 200 1200
-3 18
1200-——+1200-——=0 6(-3)+18=0 -18+18=0
200 1200
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