Septiembre 2007

Bloque 1. ALGEBRA LINEAL

Problema 1.1
6 3 2 6 3 2
a) Por el teorema de Rouché Frobenius A={3 4 6 3 4 6|=-50 = rgA=3
1 3 2 1 3 2
6 3 2 5
A"=3 4 6 3 = rgA*=3.
l1 3 2 «

Como rgA=rgA*=3 = S.C.D. y por tanto el sistema tiene una Unica solucién.

b) Resolviendo el sistema por el método de Cramer:

5 3 2 6 5 2 6 3 5
3 46 3 3 6 3 4 3
a 3 2| 5-¢g 1 o 2| 3¢-3 1 3 a| 4-3¢
-50 5 -50 5 -50 10
5-a 3a-3 4-3a 10-2a+6a—-6+4-3c
C) + + =1 =1 = a=2
5 5 10 10
Problema 1.2
6 4\(x X 6X +4y oxX
a) AX =aX = =
-1 1)\y y -X+Yy ay
6X +4y = ax 6X+4y—-oax=0 (6-a)x+4y=0
-X+y=ay —-X+y-ay=0 —-X+(1-a)y=0

Es un sistema homogéneo, y para que la solucién (0,0) sea la Gnica, se debe verificar que el
determinante de los coeficientes del sistema sea distinto de cero.

6— 4 =
“ =0 o°-70+10=0 = Los valoresde oo son a0 #2 y o #5.
-1 1l-a oa=5
6 4)\(x X 6X +4y 2X
b) AX=2X =2 =
-1 1)\y y -X+Yy 2y
6X +4y =2x X+y=0 .,
y=-X = S.C.l. cuyasoluciéones (x,—Xx).
—-X+y=2y -X-y=0
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Bloque 2. GEOMETRIA

Problema 2.1

a) Sea m:2x+y+3z-1=0 y Q=(2,1,3)

2-2+1-1+3-3-1 13

d(Q,n) = =
QN .y V&

b) Interseccion del plano w con los ejes de coordenadas:

=3'47

2X+y+3z-1=0
Con el eje OX: y=0y = P, (05,0,0)
z=0

2X+y+3z-1=0
Conel eje OY: x=0p = P,(0,1,0)
z=0

2X+y+3z2-1=0 .
Con el eje OZ: x=0 = P, (O’O’EJ
y=0

TP; =(0,1,0)-(0'5,0,0)=(-05,1,0) y TP; =[0,0,%)—(0'5,0,0) =(—0’5,0,%)

T Y S| TP
P AR O V| VP | I Y S N ] S S S VB
2 2 1/l 213 6 2 2V9 36 4 2V36 12
-05 0 3

-05 1 0
V=1 ~05 0 1:0’3611u3
6 3
15 1 3
o0 también vzlA-h:1A-d(Q,n)=1-@-£=5=0'3611u3
3 3 3 12 .14 36
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Problema 2.2

a) Sabemos que los vectores caracteristicos de m, y m, son ﬁ=(1,2,1) y n' = (2,1,-1), por
tanto:

‘n-n'
— =arccos
nl

[@2,)(2,1.-D) =arccosw=amc°5%=6oo

Vi+4+1-4+1+1 V66

o = arccos

7l

b) La recta interseccion de los planos ©; y =, se obtiene resolviendo el sistema formado por
las ecuaciones de los dos planos:

X=5+A
X+2y+z2+3=0 X+2y=-3-A

y=—4-\
2X+y—-z2-6=0 2X+y=06+A _—

c) El vector caracteristico del plano w es u= (1,1,0), por tanto éste plano debe formar con los
otros dos un angulo de 30°.

gl

s

| @,2,)(1,1,0) | — arccos |1+ 2+ 0| _ arccosi —30°

V1444114140 V642 J12

3 = arccos = arccos
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(@Loe2y| _ arccos L+2+9  arccos—— = 300

V1414014441 NG V12

Yy = arccos

= arccos

e

‘

z+2y+z4+3=10

Bloque 3. ANALISIS

Problema 3.1

. f(x)  4x®+2x+10
g(x) Xx*+x*+5x+5

Asintotas horizontales

) 4x?% +2x +10 G
lim

.4
R = lim —=lim—=0 = y=0
x—+o X° 4+ X 4+5x+5 X—>+0 ¥ X—>+00 X

) 4x% +2x +10 . 4Ax?
lim

.4
R = lim —=1lim—-=0 = y=0
X=o—o X* 4 X" 4+5X+5 x2-0 X X—-o X

Larecta y =0 es una asintota horizontal.
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Asintotas verticales

El polinomio del numerador no tiene raices reales y el polinomio del denominador
x*+x?+5x+5=0 solo tiene una raiz real x=-1, por lo tanto la recta X =-1 es una
asintota vertical.

2
f(x) _ 4x +2x+10
g(x)

3 2
X +x +5x+5

'
e
o

b) H(x) = Jf(x)d J 4x? +2x +10 dx

X3+ %% +5x+5

4x? +2x+10  4x*+2x+10 A +Bx+C A(x? +5)+(Bx+C)(x+1) _
X +x*+5x+5 (X+1)(x*+5) x+1 x*+5 (X +1)(x* +5)

Para x =-1 12=6A = A=2

Para x =0 10=5A+C = C=0

Para x=1 16=6A+2B+2C = B=2

Por tanto:

H(x) = J 42410 g idx+f =g dx=2in[x+1[+ In[x” +5| +k
X%+ X% +5X+5 X+1 X" +5

Como H(0)=0 2In|1|+In5|+k=0 = k=-In5, por tanto:
(x+1) (x* +5)
5

H(x) = 2In|x+1|+|n‘x +5‘ In5=
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Problema 3.2

a) La ordenada del punto x =2 es f(2)=2 y como f'(x) = —iz se verifica f'(2) = —% =-1.
X

La ecuacion de la recta tangente es: y—1(2) =f'(2)(x -2)
y-2=—(x-2) = y=-x+4
La ecuacion de la recta normal es: y—f(2) = —%(x -2)

y-2=(X-2) = y=X

4
f(x)= X

RO

: . 4
b) Las rectas tangentes tienen por ecuacion y -y, = ——(X—X,), donde (X,,Y,) es el punto
XO
de tangencia.

Como las tangentes se cortan en el punto P (4,—8) pasan por dicho punto y deben verificar

su ecuacion.
4 16 4 16 —4x, —8x?2
-8-y,=——(4-x 8-y, =——+— = "0 "0
yO X(Z)( O) yO Xg Xo yO X(2)
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Por otro lado, el punto de tangencia pertenece a la curva, por lo tanto debe de verificar su

. 4
ecuacion y, =—
XO

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones.

4
Yo=—
X —4x, —8X; Xy =2
0 2 4:16 4x, —8X, X2 4%, -2=0 = 0
16 -4x, —8x; X, X, =1
Yo=— 57—
XO
. 4
Six,=-2 — y0=—2=—2 = M(-2,-2)
Si x,=1 > y0=%=4 = N(1,4)
Las rectas tangentes tienen por ecuaciones:
y+2=—(X+2) = y=-x—-4 y—4=-4(x-1) = y=-4x+8
6-
41 _ AN
- 5 8 10
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Bloque 4. RESOLUCION DE PROBLEMAS

Problema 4.1

Sean las funciones A(n) =12+n “\/n_3 y B(n)=n*-2n+10

limA(n)
Tenemos que comprobar que limA(n) < limB(n) 6 > ——<1
n—ow n—w ||mB(n)
7

. 12 n* 12 1

I|m(12+4\/n7) ot — t =
n— . n? n? . n ‘{/ﬁ 0+0
lim(n®-2n+10) ">=n® 2n 10 no= g 2 10 1-0+0

n—oo 7_7_’_7 _i+72

n> n®> n? n n

Problema 4.2

a) Veamos la gréafica de la funcion y = 4 — x?

Como el punto P se encuentra sobre el eje de abscisas sus coordenadas son P(x,0). La dis-
tancia del punto P al surtidor S de coordenadas (0,2) es:

d(P,S) =/(x—0)2 +(0-2)2 =v/x? +4
Para que esta distancia sea minima la derivada debe de ser cero.

=2 _0 = x=0

2NX? +4

Comprobamos, estudiando la monotonia, si el punto es maximo o minimo.

d'(-1) <0 —,

d'@®) >0 ! ' !

Por lo tanto el punto P(0,0) es un minimo, lo que significa que la distancia minima hasta el
surtidor es desde el origen de coordenadas.

b) Un punto cualquiera del arco de curva tiene de coordenadas P(x,y) = P(x,4 —x?)

d(P,S) =/(Xx—0)2 +(4=x2 =2)? =[x? +(2=%?)? =X? +4—4x? +x* =/x* —3x? +4

3_
= X bx =0 4x°-6x=0 2x(2x*-3)=0 = x=0 X:_\E x:+\/§

2Ux* —3x2+4

Comprobamos, estudiando la monotonia, si los puntos son maximos o minimos.
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d'(-1'5) < 0 | \ | /' | \ | /' |

d'(-1)>0
d@®)<0 5 3 0 3 )
d'(X'5)>0 ' 3

Como se deduce de la recta de monotonia hay dos minimos que corresponden a los puntos:

3 3 , , 3 3| o '
4 g g

c) Veamos cual de los 3 puntos P, Q 6 R estd mas proximo al surtidor.

d(Q,S)=d(R,S) =\/(\on +(2'5-2)? =\/§z1'32 d(P,S) =2

Lo que significa que los puntos del borde del estanque que estan méas proximos al surtidor
sonQyR.
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